Analisi delle trasformazioni affini nell’ ellisse

Attività di laboratorio svolta dal gruppo formato da: Finotti, Flaccadori, Guccione, Tufo.

Definizione di ellisse:
· L’ ellisse è il luogo dei punti del piano per cui è costante, di valore 2a, la somma delle distanze da due punti fissi detti fuochi.

· Curva chiusa sempre convessa *, che comprende come caso particolare la circonferenza.

· La formula generale di una conica è: ax2+bxy+cy2+ey+f = 0. 

Caratteristiche e grafico generale:

· La formula generale di un ellisse è: x2/a2+y2/b2 = 1.
· a2 e b2 sono i due semiassi elevati alla seconda (quindi per trovare il valore di a e b dovrò estrarne la radice).

· le informazioni sul disegno dell’ ellisse: se  il semiasse a è minore del semiasse b il disegno 
sarà quindi:
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· se il semiasse a è maggiore del semiasse b il disegno sarà quindi:
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· Per poter disegnare un’ ellisse bisogna conoscere i suoi fuochi. 

· Quando la forma dell’ ellisse è: x2/a2+y2/b2 = +1 allora i fuochi si trovano attraverso la seguente formula: c2 = a2-b2 e quindi c = 
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. Mentre se la forma dell’ ellisse è: x2/a2+y2/b2 = -1 allora i fuochi si trovano mediante la seguente formula: c2 = b2-a2 e quindi c = 
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· Altro fattore che caratterizza un ellisse è la sua eccentricità.

L’ eccentricità è il grado di schiacciamento dell’ ellisse. Il suo valore deve essere sempre minore di 1.

Applicazione di un affinità:

AFFINITA’: Si dice affinità una trasformazione del piano in se stesso che muta rette in rette, conservando l’appartenenza fra punti e rette, il parallelismo, e il rapporto fra la lunghezza dei segmenti. Un’affinità può essere scritta in forma lineare o matriciale. 

Teorema dell’affinità: Esiste una ed una sola, affinità nella quale si corrispondono due terne di punt assegnati a, b, c, e a’, b’, c’

Esistono diverse forme di affinità:

Simmetria assiale: 

trasformazione del piano n sé che ad ogni punto del piano associa il suo simmetrico rispetto all’asse di simmetria r. In un riferimento cartesiano ortogonale le equazioni di una simmetria assiale sono le seguenti:
· Ripetto all’asse x
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· Rispetto all’asse y
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· Rispetto alla retta y=h 
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· Rispetto alla retta x=h 
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· Rispetto alla retta y=x 
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· Rispetto alla retta y=-x 
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· Rispetto alla retta y=mx+q con tg
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=m la forma matriciale della trasformazione è:
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 che mantiene fissa l’origine
Simmetria centrale: 

Si dice simmetria centrale, ripetto ad un punto O detto centro, una trasformazione del piano in se che ad ogni punto A del piano associa il suo simmetrico, A’, rispetto ad O.

· Rispetto all’origine O (0,0)
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· Rispetto al punto (a,b) 
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Rotazione:

Si dice rotazione di centro O e ampiezza 
[image: image19.wmf]a

, assegnati, la trasformazione che mantiene fisso il punto O detto centro e associa ad ogni punto P del piano, distinto da O, un punto P’ tale che la distanza OP sia uguale alla distanza OP’ e che l’angolo POP’ sia congruente a x.

In un riferimento cartesiano ortogonale xOy: 
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 Di matrice A= 
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Traslazione: 

Chiamamo traslazione una trasformazione geometrica in cui due punti si corrispondono se il segmento che gli unisce è congruente ed equiverso ad un segmento orientato dato, detto vettore di traslazione.

In un riferimento cartesiano ortogonale: 
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h e k sono valori costanti del vettore di traslazione.

Omotetia:

In un riferimento cartesiano ortogonale: 
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Come si applica una trasformazione:


2x2+4y2+4xy=1

Prima di tutto dobbiamo classificare la nostra conica. Per fare questo dobbiamo utilizzare la seguente matrice:
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Ora al posto di questi termini inseriamo i valori corrispondenti contenuti nella curva e calcoliamo il determinante:
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B = 
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 = (4*2)-(2*2) = 4   quindi  - det = -4


Per definizione sappiamo che se  – det<0  la conica in questione è un ellisse.


La trasformazione da applicare è:
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Per avere x e y in funzione di x’ e y’ usiamo la forma matriciale:
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Portare il vettore di traslazione V(3,-1) alla sinistra dell’ uguale e cambiane il segno:
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Dove A è:


A = 
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poiché i valori si ricavano dalla trasformazione applicata.


Per isolare x e y dividere ciò che sta a  sinistra dell’ uguale per A, il che corrisponde a moltiplicare per la matrice inversa.


 A-1
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La matrice inversa A-1 si ottiene dividendo tutti i fattori della matrice per il determinante, scambiando i valori della diagonale principale (1 e 2) e cambiando il segno a quelli della diagonale secondaria (1 e 0).


Quindi A-1 = 
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E sostituendo A-1 si ottiene:
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Che in forma lineare corrisponde a:



[image: image43.wmf]î

í

ì

+

+

-

=

-

=

2

'

2

/

1

'

2

/

1

3

'

y

x

y

x

x



Sostituire i valori di x e y appena ricavati all’ interno dell’ ellisse di partenza eliminando gli apici.


2(x-3)2+4(-1/2x+1/2y+2)2+4(x-3)(-1/2x+1/2y+2)=1


x2+y2-6x+2y+9=0

Come si disegna la funzione trasformata:
CO (curva iniziale) CA (curva finale)


Per disegnare CO utilizzo il sistema di riferimento cartesiano.
1) Applico la variazione di reticolato dalla matrice e ridisegno sul nuovo 
sistema CO.
2) Se ho una traslazione allora operando sul vecchio sistema di riferimento 
traslo la curva disegnata al punto 1 e così ottengo CA.

Per disegnare CA utilizzo il sistema di riferimento cartesiano.
1) Cambio il reticolato utilizzando la matrice inversa.
2) Ridisegno CA utilizzando il nuovo reticolato.
3) Se esiste traslazione utilizzo il vettore opposto nel nuovo reticolato e 
ottengo CO.

Per disegnare queste due curve abbiamo utilizzato la trasformata descritta al punto Come si applica una trasformazione.

CO
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CA
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Calcolo di punti uniti, direzioni invarianti e rette unite
Prendiamo per esempio la conica dell’esercizio svolto sopra e la trasformazione applicatagli (in forma inversa):

x2+y2-6x+2y+9=0                e               
[image: image46.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

1

'

3

'

y

x
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Scriviamo la trasformazione (inversa) applicata in forma lineare e togliamo gli apici:
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Risolviamo:
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 IMPOSSIBILE, non esistono punti uniti nella trasformazione. 

Calcolo Autovalori

Calcoliamo la matrice inversa di trasformazione, meno il fattore λ:

|A-1-λ|= det
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= (1-λ)(1/2-λ)–0= 1/2–λ–1/2 λ+λ2 = λ2-3/2 λ+1/2

 ponendo il polinomio caratteristico a zero si ricaveranno i seguenti:

λ 1=1


tali valori ci permetteranno di calcolare le direzioni invarianti (autovettori)

λ2=1/2
Calcolo autovettori

Applichiamo la formula  A-1
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 prima con λ 1 poi con λ2 :

λ 1=1
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Scriviamo il sistema in forma lineare:
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Scriviamo il sistema in forma lineare:
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x=0
Conclusioni:
Anche il calcolo degli autovalori e degli autovettori ci ha portato alla conclusione che la trasformazione ammette due direzioni invarianti, tuttavia non essendo parallele al vettore di traslazione le direzioni invarianti non si trasformano in rette unite. La retta unita comunque dovrà avere direzione parallela ad una direzione invariante infatti:
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come è evidente la retta unita determina comunque la direzione invariante y=-x.
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